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Introduccion

Este documento desarrolla el siguiente tema de la asignatura Calculo:
= Bloque 1, Tema 1: Funciones de varias variables.

Las unidades didacticas se componen del resumen de la teoria matematica
(definiciones, proposiciones y notas practicas), ejemplos resueltos (sobre los
conceptos tedricos y los métodos de resolucién de problemas) y ejercicios
propuestos (que incluyen la solucién para permitir la autocomprobacién en
el trabajo individual del alumno).

Algunas lecturas recomendadas para esta parte del temario, incluidas en
la bibliografia de la asignatura, son:

= Marsden, J. E. y Tromba, A. J. 2018. Calculo vectorial, 6* ed. Pearson.

» Garcia, A. Lopez, A., Rodriguez, G., Romero, S., de la Villa, A. 2002.
Teoria y problemas de funciones de varias variables. Clagsa.

= Burgos, J. 2007. Célculo infinitesimal de varias variables. McGraw-Hill.

T. Baenas

tomas.baenas@cud.upct.es
Febrero, 2021






Tema 1

Funciones de varias variables

1.1. El espacio euclideo R”

Definicién 1.1. Llamaremos espacio euclideo n—dimensional al conjunto

Rn:{(xh‘r?v'”vxn) /%’GR,Z':L...,TL},

esto es, el producto cartesiano R x ?Y¢s x R formado por n—tuplas de

numeros reales. En este conjunto definimos las operaciones:

1. Suma (+): ley de composicién interna dada por

($1;1327-~->$n)+(y17?/2>---ayn):(x1+y1>552+y27--~755n+yn);

2. Producto por escalar: ley de composicién externa (producto de un

nidmero real por un elemento de R")

Axy, Ty xy) = Az, Axg, ..o, ATy,) , A E R

que dotan a R™ de estructura de espacio vectorial. Si anadimos

ademads la operacion

3. Producto escalar canénico (-): también llamado producto interior,

definido segiin

(1,22, ..., 20) - (Y1, Y2, -, Un) = T2 + Toyo + ... + TpYn,

entonces R™ es un espacio vectorial euclideo.

Nota 1.1. A los elementos de R" los denominaremos indistintamente puntos

o vectores, y los denotaremos como x = (z1,Za, ..., T,).
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4 1.1. El espacio euclideo R"

Definicién 1.2. Se define la base candnica de R" como el sistema de n
vectores de la forma
e; =(0,0,...,1,...,0) (1.5)

donde el 1 estd en la posiciéon i—ésima, con ¢ = 1,2,...,n. Es decir, la
componente j—eésima del vector i—ésimo de la base canénica es d;; (delta de
Kronecker: §;; = 1sii=j, 0;; =0sii# j). Dado x = (21,2, ...,2,) € R",
los niimeros reales x; también se denominan coordenadas cartesianas del
vector X, y coinciden con sus coordenadas en la base canénica de R".

Definicién 1.3. La norma (euclidea) de un vector x € R" se define como

Il = Vi x = \Ja? +ad ..+, (1.6)

Definicién 1.4. Dados x,y € R"”, se denomina distancia del punto x al
punto y a la norma del vector x — y, esto es, ||x — y||. La norma de un vector
coincide con la distancia del punto al origen.

Definicién 1.5 (Coordenadas polares). Dado un punto x = (z,y) € R?, se
definen las coordenadas polares (r,f) de x mediante las siguientes rela-
ciones con las coordenadas cartesianas:

x=rcosf, y=rsenb, (1.7)

conr >0,0 € [0,2n].

xX

Figura 1.1: Coordenadas polares.

Nota 1.2. La obtencién de las coordenadas polares r # 0 y 6 a partir de las
relaciones inversas de[I.7)es andloga a la obtencién del médulo y el argumento
principal del nimero complejo (z,y), tal y como se estudia en los temas de
variable compleja.
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Nota 1.3 (Coordenadas esféricas). Dado un punto x = (z,y,2) € R3, se de-
finen las coordenadas esféricas (r,0, ¢) de x mediante las siguientes rela-
ciones con las coordenadas cartesianas:

x = psen¢cosh, y = psengpsend, z = pcos o, (1.8)
con p >0, 60 € [0,2n], ¢ € [0,7].

Figura 1.2: Coordenadas esféricas.

Nota 1.4. La obtencién de las coordenadas esféricas p # 0, 6 y ¢ a partir de
las relaciones inversas de [1.8] se realiza con

p=x2+y?+ 22,

esto es, la distancia euclidea de x al origen,

z

¢ = arccos —,

P
ya que la funcién arc cos tiene imagen en [0, 7], y finalmente determinando 6
con las relaciones

x = (psen¢)cosh, y = (psen @) send,

donde p y ¢ ya son conocidos, procediendo igual que con las coordenadas
polares.

1.2. Nociones de topologia de R"

Definicién 1.6 (Entornos). Sea x € R* y 6 € R, § > 0. Los siguientes
conjuntos se denominan entornos de centro x radio 9:

B(x,0) ={yeR"/ |x—y| <d} Entorno abierto

B(x,0) ={yeR"/ |x—y| <} Entorno cerrado (1.9)
B*(x,0) ={yeR"/0<|x—-yl| <d} Entorno reducido
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Ejemplo 1. En R los entornos abierto y cerrado coinciden con los intervalos
abierto y cerrado de centro x = (x) = x y radio J. En efecto, dado que

z—y|<de= —d<r—-—y<deor—0i<y<z+0
(y de forma andloga en el caso con <) se tiene,

B(z,0) = Jx—0d,z+4][,

B(z,8) = [z—6,7+],

B*(xz,0) = Jz—0,z+d[\{z}.
Ejemplo 2. En R? un entorno abierto es un circulo de radio § centrado en
X9 = (o, Yo) que excluye la circunferencia que lo delimita, el entorno cerrado

es el circulo completo, y el entorno reducido es un entorno abierto que excluye
el propio centro, es decir,

B(x,0) = {(x,y) eR?*/ (x — 20)* + (y — 0)° <6},
B(x0,6) = {(z,y) eR*/ (I—$0)2+(y—y0)2§52},
B*(x0,0) = {(z,9) €R?/ (z — )" + (y — v0)* < 8} \ {(z0,%0)}-

Definicién 1.7. Sea un conjunto A C R”. Se dice que

1. Un punto x € A es un punto interior de A si existe un radio §, > 0
tal que B (x,dx) C A . Al conjunto de todos lo puntos interiores de A
se le llama interior de A y se representa por Int A.

2. Un punto x ¢ A es un punto exterior de A si existe un radio oy tal
que B (x,0x) N A = &. Al conjunto de todos los puntos exteriores de
A se le llama exterior de A y se representa por Ext A.

3. Un punto x € R" es un punto frontera de A si no es punto interior
ni exterior de A. Al conjunto de todos los puntos frontera de A se le
llama frontera de A y se representa por Fr A 6 0A.

Definicién 1.8. Sea un conjunto A C R"™. Se dice que

1. A es un conjunto abierto si es vacio o todos sus puntos son interiores.

2. A es un conjunto cerrado si su complementario en R, R™\ A, es un
conjunto abierto.

3. A es un conjunto acotado si existe M > 0 tal que A C B(0,M).
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4. A es un conjunto compacto si es cerrado y acotado.

Nota 1.5. Los conjuntos R" y & son abiertos y cerrados. Los entornos B (x, §)
son conjuntos abiertos, y B (x,0) cerrados. Int A y Ext A son conjuntos abier-
tos, Fr A es cerrado.

Proposiciéon 1.1. Sea A C R". A es cerrado si, y sélo si, contiene a todos
sus puntos frontera, o equivalentemente, si A = Int A U Fr A.

Ejemplo 3. Sea A = {0}U]1, 2], subconjunto de R. En este conjunto Int A =
11,2[ y Fr A = {0} U {1} U {2}. A no es abierto (Int A # A) ni cerrado (el
punto 2 de la frontera no pertenece a A). A es acotado ya que A C B (0,7)
conr > 2.

Nota 1.6. En este ejemplo, el punto xy = 0 se denomina aislado, ya que en un
entorno reducido suyo no existen otros puntos de A, esto es, existe § > 0 tal
que B* (z9,0) N A = @. Si un punto no es aislado se llama de acumulacion.

Ejemplo 4. Sea A = {%, n e N} x [0, 1], subconjunto de R?. En este con-
junto Int A =@ y Fr A = {{0} x [0,1]} U A. A no es abierto (Int A # A) ni
cerrado (el segmento {0} x [0, 1] de la frontera no estd contenido en A). A es
acotado ya que A C B (0,7) con 7 > /2.

Ejemplo 5. Si A # @ es un conjunto abierto de R? y R C R? es una recta,
entonces A\ R es también un abierto. En efecto, tomemos un punto x, de
A\R (esto es, un punto de A que no es de R). Como A es abierto entonces
existe 0; > 0 tal que B (xg,91) C A. Como x, ¢ C, entonces existe d3 > 0
tal que B (xg,d2) N R = @. Por lo tanto, si tomamos el menor valor de estos
radios, 6 = min{dy,d2}, se tiene que B (xg,d) C A\R, esto es, A\R es un
conjunto abierto.

Nota 1.7. Por lo tanto si en un conjunto abierto A # @ de R? quitamos
los puntos de una recta (que entra y sale de A), el conjunto resultante sigue
siendo abierto. Sin embargo, si en lugar de quitar la recta, quitamos un seg-
mento contenido en el conjunto, sin que éste incluya alguno de sus extremos,
el conjunto resultante no es abierto (la figura puede ayudar a visualizar
las diferencias entre estas situaciones). P. €j., si a y b son puntos de A y
quitamos el segmento L de extremos a y b, incluyendo a pero excluyendo b,
entonces b € A\ L, pero cualquier entorno centrado en b tiene puntos que
no pertenecen a A\L, B (b,0) ¢ (A\L), o equivalentemente, A\L no es un
conjunto abierto.
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Figura 1.3: Esquemas del ejemplo

Ejemplo 6. En la practica habitual en este curso, los conjuntos de R™
definidos a través de igualdades o desigualdades no estrictas (=, >, <) son
conjuntos cerrados. Los definidos mediante desigualdades estrictas (>, <) son
conjuntos abiertos. Los que combinan desigualdades estricas y no estrictas
no son abiertos ni cerrados. P. ej.: si consideramos

A = {(z,y) eR?/0<z<1,0<y<1},
Ay = {(x,y)E]Rz/a:?—y?Zl},

A = {(a:,y)ER2/y>x2},

Ay = {(z,y) eR?* / 2® +y* < 3},

se tiene que el conjunto A; no es abierto ni cerrado, A, es cerrado, Az es
abierto y A4 es compacto.

Figura 1.4: Representacion gréafica de A, del ejemplo @
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Definicién 1.9 (Segmentos). Dados a,b € R, llamaremos segmentos

abierto (L) y cerrado (L) de extremos a y b, a los siguientes conjuntos

L(a,b) = {xeR"\x=a+t(b—a),0<t<1},

L(a,b) = {xeR"\x=a+t(b—a),0<t<1}.
Definicién 1.10. Sea un conjunto A C R". Se dice que A es convexo si
para todo par de puntos a,b € A, el segmento que los une estd contenido en
A, esto es, L (a,b) C A.

Figura 1.5: Ejemplo de conjunto convexo (A;) y no convexo (Ay) en R

Ejemplo 7. Los entornos B (x,d) y B (x,§) son conjuntos convexos. El en-
torno B* (x,J) es no convexo. Las dos semirrectas que forman un dngulo «
son un conjunto no convexo. La regién angular (porcién del plano R?) inte-
rior con a € [0, 7] rad es convexa, la exterior es no convexa. Los conjuntos
del ejemplo [6] son A; convexo, A, (figura no convexo, As convexo, Ay
CONVEXO.

1.3. Funciones escalares

Definicién 1.11. Una funcién real escalar, o campo escalar, de n variables
reales es una aplicacién de la forma

f:ACR" — R.

Al conjunto A se le denomina dominio de f y lo representaremos por dom f.
La imagen o rango de la funcién f es el conjunto im f = {f (x) / x € A},
que también se denota por f(A). La gréfica o grafo de la funcién f es el
conjunto graf f = {(x,f (x)) e R" xR / x € A}.

Nota 1.8. Consideraremos que dom f estd formado por todos los puntos en
los que la funcién estd definida (campo de definicién), salvo que el dominio
venga dado de forma explicita junto a la definicién de la funcién.
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Nota 1.9. El conjunto im f estd formado por las soluciones de la ecuacién
flz, 20, xy) =1, 7 €R.

Definicién 1.12. Sea f : A C R* — R. Se dice que f es una funcién
acotada, acotada superiormente o acotada inferiormente si el conjunto f (A)
es respectivamente un conjunto acotado, acotado superiormente o acotado
inferiormente.

Definicién 1.13 (Operaciones). Sean f y g dos campos escalares de R” en
R. Son también funciones escalares las definidas mediante las operaciones:

1. Suma (f+g): (f+9) (x) = f (x)+g(x), dom (f + ¢g) = dom fNdom g.
2. Producto (fg): (fg) (x) = f (x) g (x), dom (fg) = dom f Ndom g.

3. Cociente (f/9): (f/9) (x) = f (x) /g (x).
dom (f/g) = (dom f N domg)\ {x € R" / g (x) = 0}.

Ejemplo 8. Veamos algunos ejemplos de funciones escalares.

1. Polinomios de n variables, con expresién general:

Pn

p1
_ i1 7
p(T1, 22, ..., 2,) = g E Ciyoin T,

11=0 in=0

donde ¢;,. ;, son coeﬁcienfces reales, esto es, combinaciones lineales cua-

lesquiera de monomios zi' ...z (de grado iy + ...+ 4,). El monomio

2?...2°% se denomina término independiente. Por ejemplo:

a) p(z,y) = 2® + 2’y — xy + = + 1, polinomio de grado 3 (mayor
grado de los monomios), y término independiente 1.

b) Las aplicaciones lineales R" — R son polinomios de grado 1 sin
término independiente. P.ej., con dom f = R3,

x
f(I,y,Z):I—2y+322<1,—2,3> Yy
z

2. Funciones racionales: cocientes de dos polinomios de n variables

p(thlfg,...,xn)
h e Tp) = )
<x1’x2’ ’x) Q<xlax27"'7xn)
con domh = R"\ {x € R" / ¢(x) = 0}. P. ¢j.,
2,5
1
By, 2) = 2T domh = B\ {(0,0,0)}.

22 + yt + 28’
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3. Funcion proyeccion i—ésima: definda como m; : R — R tal que
mj(21,29,...,2,) =xj,con j=1,...,n. P.ej., m(z,y,2) =y.

Definicién 1.14 (Composicién de funciones). Sean f : A C R — R,
g: B CR — R. Se denomina composicién de f con g, y se escribe g o f,
a la funcién (go f) (x) = ¢ (f (x)), cuyo dominio es {x € A / f (x) € B}.

© f(x)
N =
gof:ACR" — R — R, (1.10)
—_——A e —
f g

Nota 1.10. En general construiremos funciones de varias variables mediante
las operaciones de las definiciones y combinando funciones elemen-
tales, racionales y polinomios.

Nota 1.11. En la préctica, el dominio de la composicién de funciones se
determina encontrando el mayor conjunto de R™ donde todas las expresiones
que contiene la funcién puedan ser evaluadas.

Ejemplo 9. Sea f (z,y) = sen (z — /y — 1). Se trata de una composicién
de funciones. La funcién z — /iy — 1 estd definida en y — 1 > 0, es decir,
y > 1. La funcién seno estd definida en todo R. Por lo tanto, dom f =
{(z.y) eR? / y > 1}.

Definicién 1.15 (Conjuntos de nivel). Sea f: A C R" — R. Se denomina
conjunto de nivel de f correspondiente al punto k& € R, al conjunto L, =
{xedomf / f(x)=k}.Siké& f(A), entonces L, = &.

Nota 1.12. Los conjuntos de nivel ayudan a visualizar las funciones escalares,
ya que representan conjuntos de puntos del dominio donde la funcién toma
el mismo valor, teniendo en cuenta que Li, N Ly, = & si k1 # ko ya que f es
una aplicacién.

Ejemplo 10. Sea f (z,y) = e**¥°~1. dom f = R2. Determinamos los conjun-
tos de nivel con e*™¥*~! = k. Dado que f (x,y) > 0, entonces k > 0. Tomando
logaritmos a ambos lados de la ecuacién, x + y? — 1 = log k. Por lo tanto los
conjuntos de nivel (en este caso, curvas de nivel) son, dado k' = logk+1 € R:

Ly ={(z,y) eR*/ z+¢y* =k} .

Estas curvas son pardbolas en el plano R? abiertas hacia la izquierda (figuras
y[L7D).

Ejemplo 11. Los mapas de isobaras (curvas de igual presién) son un ejemplo
de representacién de un campo escalar (presiones en superficie) usando curvas
de nivel. Véase la figura extrafda de www.aemet.es (22/02/2021).


file:www.aemet.es
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-1 T los 0 0.5 1 1.5

X

Figura 1.7: Curvas de nivel sobre la superficie del ejemplo

1.4. Funciones vectoriales

Definicién 1.16. Una funcién real vectorial, o campo vectorial, de n
variables es una aplicacién de la forma

f: ACR" — R™ (1.11)

Al conjunto A se le denomina dominio de f y lo representaremos por dom f.
La imagen o rango de la funcién f es el conjunto imf = {f (x) / x € A}, que
también se denota por f (A). La grafica o grafo de la funcién f es el conjunto
graf f = {(x,f(x)) € R" x R™, x € A}. A cada una de las m componentes
de f,

£(x) = (i () o (). o fon (), (1.12)

se les llama funciones componentes (o coordenadas) de f.
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Figura 1.8: Mapa de isobaras (www.aemet.es, 22/02/2021). El mapa incluye
ademsds las dreas de alta (A, a) y baja (B, b) presién y los frentes en Europa
y el Atlantico Norte.

Nota 1.13. Una funcién real de variable real es el caso particular de n = m =
1. Un campo escalar es el caso particular m = 1. Nos referiremos a funciones
vectoriales en general cuando m > 1.

Definiciéon 1.17. Sean f y g dos campos vectoriales de R” en R™. La
suma f + g es la funcién vectorial definida por (f +g) (x) = f(x) + g (x),
dom (f + g) = domf Ndomg.

Nota 1.14. Dado que en general m > 1 carece de sentido las operaciones
producto y cociente definidas en el caso de funciones escalares. Si se puede
definir el producto escalar o interior de dos funciones vectoriales.

Definicién 1.18 (Composicién de funciones). Sean f : A C R" — R™,
g: B CR"™ — RP. Se denomina composicion de f con g, y se escribe gof,
a la funcién (gof) (x) = g (f (x)), cuyo dominio es {x € A / f (x) € B}.
x £(x)
A~ A
gof: AC R" —R"™ — RP, (1.13)
—_— N —
£ g

Nota 1.15. A partir de las funciones proyeccién 7, (ejemplo |8) se pueden
definir las funciones componentes f; como los m campos escalares definidos en
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el dom f mediante la composicién f; = 7;of, j = 1,..., m. Esta composicién
nos permite abordar el estudio de las propiedades de f a través del estudio
de sus funciones componentes, esto es, reduciéndolo al estudio de campos

escalares. 00
/x\ A~ N
fi: ACR" —R™ — R. (1.14)
—_—_——N

f T

Ejemplo 12. Veamos algunos ejemplos de funciones vectoriales.

1. Las aplicaciones lineales R* — R™. P. ¢j., f : R2 — R? tal que
f(z,y) = (22 —y,y). Aqui fi(z,y) = 2z —y, fo(2,y) =y, 0 en no-

t aCi(,)Il mat I'iCial
o (CC, y) O 1 Yy '

Noétese que, en efecto,

fiey)=mof(z,y)=m (f(z,y) =m 2z —yy) =2z —y
(y de forma andloga para fs (z,y) = ).

2. Las curvas parametrizadas, esto es, f : [ C R — R™. P. ¢j., f :

R\ {-1} — R? tal que f(t) = (%,%), curva conocida co-

mo ‘folium de Descartes’ (figura 6 f :[0,2nr[ — R?, tal que
f(0) = (cosf,senf), cuyo conjunto imagen en R? es una circunferen-
cia de centro el origen y radio 1, que hemos parametrizando usando la
coordenada polar 6.

Figura 1.9: Folium de Descartes del ejemplo .
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3. Las superficies parametrizadas, esto es, f : A C R? — R™. P. ej.
la esfera de centro el origen y radio 1 se puede parametrizar usando
las coordenadas esféricas mediante f : [0, 27 x [0,7] — R3, tal que

f(0,¢) = (sen¢pcosf,sen psend, cosh).

& - constante , ;,.[I = conslante

(cono)  \ owEE { :‘? {plano)
1 B >

(esfera)

Figura 1.10: Esfera parametrizada en coordenadas esféricas.

1.5. Limites de funciones de varias variables

1.5.1. Limite de funciones escalares

Definicién 1.19 (Limite de una funcién escalar). Sean A C R™ conjunto
abierto, xo € AUOJA, f: A — R. Se dice que X es el limite de f (x) cuando
x tiende a xo (o limite en xg) y se escribe limy ., f (x) = A, si Ve > 0, 3
0 > 0 tal que

sixe€ Ay 0 < |x—xo| < entonces |f(x)— A <e. (1.15)

Nota 1.16. Nétese que es irrelevante el valor de f (xo) (incluso podria no estar
definido) porque x son puntos del dominio en el entorno reducido B* (xg, d).
En esta definicién, el valor de § es en general dependiente tanto de e como de
Xo. La definicién es formalmente andloga al caso de funciones de una variable,
sin embargo en la préctica el cdlculo de estos limites es méds complicado por
la diversidad de subconjuntos que se pueden construir para hacer tender x a
Xo con puntos del dominio de f.

Nota 1.17. Por simplicidad de la formulacién tedrica, estamos restringien-
do la definicién de limite a funciones definidas en conjuntos abiertos, con
xo9 € AUOJA. Con mas generalidad es suficiente con que xq sea un punto de
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acumulacién (véase la nota [1.6) del dominio (no necesariamente abierto) de
f, esto es, si para todo § > 0, B* (xg,0) Ndom f # &.

Nota 1.18. La definicién (1.15) se generaliza también a limites infinitos y
limites en el infinito (||x|| — oc), que no reescribiremos por brevedad.

Ejemplo 13. Veamos que lim, ,)_.(1,0)sen (x — 1) cos (H;fl) = 0. La idea

es estudiar la forma de |f (x,y) — 0| y relacionarla con ||(z,y) — (1,0)| me-
diante desigualdades. En efecto,

1
sen (z — 1) cos <—> ‘ =
r+y—1

1
cos (—)‘ <|sen(x —1)| < |z —1],
r+y—1

donde, por conveniencia, en la primera desigualdad se ha usado que |cos ()| <
1 y en la segunda que [sen o] < |a|. Por otro lado

|[f (z,9) = 0] =

= |sen(z —1)|

p—1= @12 <@ -1 +12 = @ -1yl

Asi pues, si ||(x — 1,y)|| < 9, entonces | f (x,y) — 0| < |z — 1] < 4, por lo tan-
to, si se quiere acotar |f (x,y) — 0| < € con un € > 0 arbitrario, es suficiente
con tomar 0 = € para que se cumpla la definicién de limite.

Proposicién 1.2 (Propiedades del limite). Sean A C R™ conjunto abierto,
xo € AUOA, f: A— R. Entonces

1. Si f tiene limite en xq, el limite es tnico.
2. Si f tiene limite en X, f estd acotada en algin B* (X, 0x,)-

3. Si f tiene limite en xq y su valor A # 0, f y A tienen el mismo signo en
algin B* (X, 0x,)-

Proposicién 1.3 (Algebra de limites). Sean A C R” conjunto abierto,
xg € AUOJA, f,g : A — R. Supongamos que existen limy .., f (x) y
limy ., g (x). Entonces

1. lim [f(x)+¢(x)] = lim f(x)+ lim g(x).

X—X0 X—X( X—X(

2. lim [f (x) g (x)] = lim f(x) lm g(x).

X—X0

3. 1 [f(x) /g (x)] = iy, f (%) /MMy 9 (%) (Hiyeney g (x) 7 0).

X—X0
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4. lim [f (x)g(x)} = lim f (x)"™=09%) con f(x) > 0.

X—X0 X—X0

5. Si h : B € R — R es continua en limy ., f (x) € B, entonces

i 1 Go) = Jim, 1) ).

X—X0 X—Xp

Proposicién 1.4. Sean A C R" conjunto abierto, xg € AUJA, f,g: A —
R. Si limy_.x, f (x) = 0y g estd acotada en A, entonces

lim f(x)g(x)=0.

X—X0

Ejemplo 14. Obtenemos lim, ,)—.(1,0) sen (z — 1) cos <$+11J_1> (ejemplo.

El valor de este limite es 0 por aplicacién de la proposicién dado
que lim, ,)—.1,0)sen (z — 1) = 0 y la funcién coseno estd acotada en todo su
dominio.

Proposicién 1.5 (Regla de encaje). Sean A C R" conjunto abierto, xo €
AUOA, f,g,h: A — R. Si existe un B (xg,0) de forma que

f(x) <g(x) <h(x)
para cada x € ANB* (Xq,0), y si limy ., f (X) = limyx_x, h (x) = A, entonces

lim g (x) = A
X—X(
Nota 1.19. Cuando estdn definidas las operaciones, el cédlculo de limites es
similar el caso de una variable. P. ej.
arcsen (v/y)  arcsen(

1
= =0, lim e 2+ =1.
(@y—01) 1+zy 1+0 l[(z,y)[| =00

Las situaciones 0/0, co/oo, 0°, 0c?, 1° e co — co se denominan indeter-
minaciones y su valor depende de cada caso. Las técnicas de manipulacién
algebraica, y el uso infinitos e infinitésimos equivalentes, en el cdlculo de
limites en funciones de una variable son también aplicables para limites de
funciones escalares.

. , log(1+a%y?)
Ejemplo 15. Calculamos lim, (0,0 Tcoley) T

En este caso se tiene una indeterminacién 0/0. Esta se puede eludir em-
pleando los infinitésimos equivalentes log (1 +¢€) ~ ¢, y 1 — cose ~ €2/2. En

efecto
log (1+2%y%) z?y?

fm im ——2— =
(z,y)—(0,0) 1 — cos (zy) (@,9)—(0,0) 2y? /2
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Ejemplo 16. Calculamos lim g ,)—(0,0) (1 + my)%v
Se trata de una indeterminaciéon 1°°, relacionadas con la definicién del
nimero e. En efecto

1 1
lim 1+2y)= =ex lIim —((14+2xy—1)|=c¢e,

(z,9)—(0,0) ( v) P ((I’y)ﬂ(ovo) Ty ( Y ))
dado que existe el limite del argumento de la exponencial.

Ejemplo 17. Obtenemos lim, ,)—(0,0) JEQ‘TQTZ’M

Se tiene una indeterminacién 0/0. Procederemos en esta ocasién con la
proposicién Para ello consideramos

fL‘2y

x? +

2

lyl <yl

X
$2+y4

ya que el primer factor es menor o igual que 1 en virtud de que 2?2 < 22 + y*.
Por definicién de valor absoluto

< |yl para todo (z,y) € R*\ {(0,0)}

Dado que limg 4)—(0,0) |¥| = 0, por aplicacién de la proposicién ,

l‘2y

lim —2— =0.
(2,y)—(0,0) % + y4

Definicién 1.20 (Limite restringido). Sean S C A C R", A conjunto abier-
to, xp € SUJDS, f: A — R. Se dice que A es el limite restringido a S de
f (x) cuando x tiende a xq y se escribe limy_,x, xes f (X), si A es el limite de
la restriccién a S de la funcién f,

xhjg{lﬂ (x) = lim fg(x). (1.16)
x€S o

Nota 1.20. La idea de esta definicién es hacer tender x — xq sélo por puntos
de S. La utilidad reside en probar que el limite de una funcién no existe
en virtud del siguiente resultado. También para buscar candidatos al valor
del limite, que luego pueden ser probados mediante alguno de los resultados
anteriores.

Proposiciéon 1.6. Sean S C A C R", A conjunto abierto, xo € S U 39S,
f A — R Siexiste limy .5, f (x), también existe limy_x,xes f(X) ¥
ambos son iguales,

lim f(x)= lim f(x). (1.17)

X—X0 X—Xg
xeSs
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Proposicién 1.7. Sean 57, 52 C A C R", A conjunto abierto, xg € (S7 N S)U
d(S1NSy), f: A— R. Se cumple que

1. Si B limy .y, xes, f (x) para algin S;, entonces # lim, .y, f (x).

2. Silmy x, xes; f (%) # lHmy_x, xes, f (x), entonces 4 limy .y, f(X).

Nota 1.21. Un tipo importante de limite restringido cuando trabajamos en
R? se tiene cuando el subconjunto S es una curva, ya que reduce el célculo
del limite al caso de una variable. Si la curva es una recta se denomina
limite direccional.
Ejemplo 18. Estudiamos lim, 4)—(0,0) y%z

Se trata de una indeterminacién 0/0. Consideramos los conjuntos

Si={(z,y) eR* Jy=0}, 5 ={(z,y) eR* [ x =0},

que son, respectivamente, los ejes coordenados x e y. Los limites restringidos
a 51y Sy son:

Y

lim = lim =0,
(zy)—(0,0) y + =00+ x
(Ji,y)ESl
, Y o Yy
lim = lim —— =1,
(z,y)—(0,0) Yy + T y—0y + 0
(‘Tvy)ESQ

por lo tanto no existe lim, ;). (0,0 por aplicacién de la proposicién

e
Ejemplo 19. Una técnica habitual consiste en emplear familias unipara-
métricas de curvas, como haces de rectas o pardbolas para pasen por el
punto (o, yo), de manera que se busca comprobar si el resultado del limite
restringido a estas curvas depende del pardmetro de la familia. Si es asi, se
habra probado la inexistencia del limite de la funcién por aplicacién de la
proposicion [1.7]
P. €j., estudiamos lim, 4)—(0,0) f (%, y) con

Y .

1 si y=—a?

Definimos S; = {(z,y) € R? / y = mx, m € R}. El pardmetro del haz de
rectas que pasan por (0,0) es m. Calculamos

. , Y , ma
lim r,y) = lim = lim ——
(z,y)—(0,0) f@y) (zy)—(00) Yy + 22 20 mx + 22
(z,y)€S1 (z,m)ES1

este limite es 0 si m = 0. Si m # 0 el limite direccional es lim,_,qg =1L
Por lo tanto, en virtud de la proposicién [1.7], no existe el limite de la funcién.



20 1.5. Limites de funciones de varias variables

Nota 1.22. También en el caso de dos variables puede resultar 1til estudiar
la existencia de limite mediante el uso de las coordenadas polares (ec.
centradas en (g, yo). Esto se hace con el limite restringido al conjunto

Sp={(z,y) ER* Jx =mg+rcosh,y=yo+rsend, r>0}, (1L.18)

es decir,
lim  f(z,y) = Um f(zo+rcosb,yo+ rsend). (1.19)
(“”’E’)ﬁ(“”%’y(’) r—0+
z,Y)ESe

Esto reduce el cdlculo del limite al caso de una variable, permitiendo obtener
candidatos al valor del limite y demostrando que éste no existe en las condi-
ciones generales de un lfmite restringido. Pero veremos que ofrece ademads
una herramienta que si permite demostrar el valor del limite de la funcién
bajo ciertas condiciones (proposicién .

Ejemplo 20. Estudiamos el valor del limite

, Y/ 2 2
lim = (z°+
(2,9)—(0,0) T ( Y )
con dom f = {(z,y) e R* / 2 >0,y > 0}.
Usamos coordenadas polares segin ([1.19)), es decir,

lim 2 (:U —|—y2) = lim r? = lim 7*tan6.
(z,y)—(0,0) T r—0+ 7 cos 0 r—0+
(z,y)€Sp
Teniendo en cuenta dom f se tiene que 0 < 6 < 7/2, y el limite anterior es 0,
independiente de 6 y por lo tanto 0 es un candidato para el valor del limite de
la funcién (si @ = /2 el limite anterior no est4 definido, pero este caso no estd
incluido en el problema). Veamos que podemos encontrar un limite restringi-
do con otro valor. En efecto, si consideramos S = {(z,y) € R* / x = 1?}
obtenemos
, Y2 2 Y6 2 . 4
(w,yl)IE%QO)E ( Y ) N yli%lJr ?ﬁ (y v ) N yli%lJr (y - 1) =t
(z,y)ES

Por lo tanto no existe el limite de la funcién por la proposicién [1.7]

Definicién 1.21. Sea f (r,0) = f (zo + 7 cos b, yo + rsen#), la funcién defini-
da en coordenadas polares, tal que lim, o+ f (r,0) = X para todo 6 en dom f.
Diremos que A es uniformemente independiente respecto de 0 si existe
una funcién h : B (0,0) — R tal que

|f (r,0) — A < h(r) paratodo (r,0) € dom f
y h’mr_,0+ h (T) =0.
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Proposicién 1.8. Sean A C R? conjunto abierto, xo € AUOA, f: A — R.
Si existe lim,_,o+ f (r,0) = A y es uniformemente independiente respecto de
6, entonces existe limy ., f (z,y) = A.

Ejemplo 21. En el ejempld20} | f (r,6) — A| = |r? tan | no se puede acotar
por una funcién h (r) que tienda a 0 con r — 07, por lo tanto A = 0 no es
uniformemente independiente respecto a 6.

z?(14+2y)+y?

Ejemplo 22. Estudiamos im0 f (z,y) con f(x,y) = T

dom f = R?\ {(0,0)}.

Calculamos
) 2 (14 2y) + 42 . r%cos?0 (1 + 2rsenf) + r?sen?d
lim = lim =
(z,9)—(0,0) x? + y? r—0+ 72
(CE,y)GSQ

= lim (1 + 2rsen f cos? 6?) =1.

r—0t

Entonces 1 es candidato al valor del limite, al ser independiente de f. Ademas,
|f (r,0) — 1] = |2rsen 6 cos® 6| = 2r |sen 6] |cos® 6] < 2r

dado que se puede acotar por 1 el valor absoluto de ambas funciones trigono-
métricas. Hemos encontrado asi la funcién h (r) = 2r tal que lim, o+ h (1) =
0 y por lo tanto el valor del limite es uniformemente independiente de ¢. En

virtud de la proposicién [L.8 lim(, 4,0 f (z,y) = 1.

1.5.2. Limite de funciones vectoriales

Definicién 1.22 (Limite de una funcién vectorial). Sean A C R™ conjunto
abierto, xg € AUJA, f: A — R™. Se dice que A es el limite de f (x) cuando
x tiende a x¢ (o limite en xg) y se escribe limy 5, f (x) = A, si Ve > 0, 3
0 > 0 tal que

six€e Ay 0 < |x— x| < entonces [|f (x) — Al| <e. (1.20)

Nota 1.23. Veamos que podemos trasladar las propiedades de los limites de
funciones escalares a la situacién vectorial, permitiendo estudiar los limites
coordenada a coordenada.

Si consideramos las funciones componente de f, esto es, los m campos
escalares definidos en el domf mediante la composicién f; = m;of (j =
1,...,m) y suponemos que existen su limites, es decir, limy_ ., f; (x) = A;,
se tiene que dado € > 0, existe un conjunto de valores 6; (j = 1,...,m) tal
que, para cada j

six€ Ay 0<|x— x| <9, entonces |f; (x) — A <¢€. (1.21)
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Entonces, tomando § = min{dq,...,d,,} y construyendo A =(Ay,..., \n),
se tendrd que si 0 < ||x — xg|| < d se cumple que

£ (x) = A <|fi(x)=M|+...+[f(xX)=Au| =€ +...+€.

Es suficiente por ello seleccionar ¢ = ¢/m para encontrar el § que garan-
tiza que ||f (x) — Al| < ¢, esto es, limy_x, f (x) = A. Este resultado queda
formalizado en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.9. Sean A C R"™ conjunto abierto, xo € AUJA, f: A —

R™ y f; (j = 1,...,m) las funciones componentes de f. Entonces existe
limy_x, f(x) = A si, y s6lo si, existe limy ., fj (x) = A; para cada j =
1,...,m, y en tal caso se cumple que A = (A1, ..., \,).

Ejemplo 23. Estudiamos el limite de f de R? en R?, en el punto xo = (1,1)

con
1 3 — 2,2 1‘2 1
f(z,y) = Gk y), ‘/g,COS(l—xy)lfl” :
V22— 2ty
Calculamos los limites de cada componente. En la primera de ellas tenemos

una indeterminacién 0/0, que evitamos usando el infinitésimo equivalente
log (1 +¢€) ~ €,

1 2 2
m  fi(ey) = lim G V)

(z,y)—(1,1) (y)—(L1) /2 — 22 — 92

(z,y)—(1,1) 2—a2—y2

(@y)=(11) /2 — 22 — y?

La segunda componente no presenta indeterminacién,

22y 1
lim r,y)= lim —Y==—.
(z,y)—(1,1) f2 ( y) (z,9)—(1,1) x? + y2 2

En la tercera la indeterminacién es del tipo 1°°, que resolvemos segin

1
lim x, = lim cos(1— xy)i-=v
oy 2 @Y = | eos (1= a)
= exp| lim (cos (1l —ay)—1)].

(zy)—(1,1) 1 — 2y
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En el limite del argumento se tiene una indeterminacién del tipo 0/0, que
evitamos con el infinitésimo equivalente 1 — cose ~ €2/2. Entonces

lim  f3(z,y) =exp {1 —1xy (—%) (1-— wy)ﬂ =e’ =1.

(z,y)—(1,1)

Por lo tanto, el limite de la funcién vectorial es

1
lim f(x)=10,=,1].
(@y)—(1,1) ) < 2 )

1.6. Continuidad

Definicién 1.23. Sean A C R” conjunto abierto, xg € A, f : A — R™. Se
dice que f es continua en el punto x, si

lfm f (x) = f (xo) . (1.22)

X—X0

Definicién 1.24. Sea f : A C R — R™. Se dice que f es continua en A
si lo es en todo punto de A.

Proposicién 1.10. Sean ACR", xg € A, f: A —R™ yf;(j=1,...,m)
las funciones componentes de f. Entonces f es continua en el punto xj si,
y s6lo si, cada funcién f; es continua en el punto xo.

Nota 1.24. Por lo tanto la continuidad en un punto también se establece
coordenada a coordenada, como consecuencia directa de la proposicién [1.9.

Proposicién 1.11 (Propiedades). Sean f,g : A C R" — R™ funciones
continuas en xy € A. Entonces,

1. f+g y M con A € R son continuas en x.

2. Sim =1, fg es continua en xo, si ademds g (x¢) # 0, entonces f/g es
continua en Xg.

Proposiciéon 1.12. Sean f : A C R* — R™ continua en xo € A , y
g : B CR™ — RP continua en f (xg). Entonces g o f es continua en xg.

Ejemplo 24. Dada f : A C R" — R continua en A, la funcién |f (x)| es
continua en A, ya que g (t) = [t| es una funcién continua en R y |f (x)| =

(gof)(x).
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Ejemplo 25. A resultas de las dos tltimas proposiciones se puede establecer
la continuidad de la mayor parte de funciones (escalares o vectoriales) con
las que trabajaremos en este curso:

1. Los polinomios y las funciones racionales son funciones continuas en
todo punto de su dominio.

2. Cualquier funciéon que se obtenga a través de la suma, producto, co-
ciente o composicién de funciones polinémicas o racionales con las fun-
ciones elementales es continua en todos los puntos de su dominio.

Nota 1.25. En el caso de funciones definidas a trozos en general se deberd
aplicar la definicién de continuidad en aquellos puntos en cuyo entorno la
funcién venga dada por mds de una expresion.

Ejemplo 26. Estudiamos la continuidad en R? de

(z—1)7%y
Pl =3 G_1ftye (z,y) # (1,0)
0 si (z,y) = (1,0)

Se trata de una funcién definida a trozos. Si (z,y) # (1,0) es una funcién
racional cuyo denominador no se anula en ningtin punto, por lo tanto f es
continua en R?\ {(1,0)}. En un entorno del punto (z,y) = (1,0) la funcién
estd dada por m&s de una expresion, por lo que aplicamos la definicién de
continuidad en el punto (1, 0). Estudiamos entonces lim, ,)—(1,0) f (2, %), que
presenta una indeterminacién 0/0. Consideramos el limite direccional, segin
las pardbolas y = m (z — 1)2 que pasan por (1,0), esto es, definimos el con-
junto S = {(z,y) e R\ y =m (v — 1)*, m € R},

Ifm (x — 1)2y — lm (x — 1)4 m_ . m
(zéy)7(go) (z—1)*" 492 o=l (z—1)*"14+m? 1+m?
x,y)€

Dado que el limite restringido depende de m, el limite de la funcién no existe
por la proposicién [1.7 En consecuencia, la funcién no es continua en (1,0).

Teorema 1 (de Weierstrass). Sean f : A CR" — R™ continua en A y este
conjunto es compacto, entonces £ (A) es compacto.

Nota 1.26. En el caso particular de funciones escalares, f : A C R" — R,
continua en el compacto A, el teorema establece que f (A) es un compacto
de R. Al ser f (A) acotado, entonces existen los valores infimo y supremo de
f(A) en R. Tanto si los valores infimo como supremo son puntos de Int A,
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aislados de f (A) o de df (A), pertencen a f (A) porque es cerrado. Por lo
tanto son valores minimo y maximo absolutos. Esto lo enunciamos en la
siguiente versién del teorema de Weirstrass para funciones escalares.

Teorema 2 (de Weierstrass para funciones escalares). Sea f: A CR" — R
continua en A y este conjunto es compacto, entonces existen (al menos) dos
puntos x1,Xs € A tales que

f(x1) < f(x) < f(x2), para todo x € A.

Nota 1.27. En consecuencia f (x1) y f (x2) son respectivamente el minimo
y el maximo absolutos de f (A). También se dice que f alcanza un minimo
absoluto en x; y un méaximo absoluto en xs.

Ejemplo 27. Estudiamos si dada la funcién

2 1 .
f(z,y) = \/xz:WSGn (m) si (z,y) # (0,0)

0 si (z,9) = (0,0)

Y

y dado el conjunto A = {(z,y) € R? / 4x — |y| > 0}, se puede afirmar que f
estd acotada en B ((0,0),1) NA.

Como el conjunto A es abierto y B ((0,0),1) es cerrado, B ((0,0),1)N A
no es cerrado (la figura puede ayudar a visualizar que no incluye toda

su frontera). A su vez, B ((0,0),1) N A estd contenido en el entorno abierto
B ((0,0),2), por lo tanto es un conjunto acotado.

B((0,0),1)

Figura 1.11: La zona sombreada representa 5 ((0,0),1) N A en el ejemplo .
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Consideramos A = AU 9A, esto es, el conjunto
A={(x.y) €R? [ dx — |y| > 0},

que es cerrado. Por lo tanto K = B((0,0),1) N A es un conjunto cerrado
y acotado, esto es, compacto. Para la aplicaciéon del teorema de Weierstrass
estudiamos la continuidad de f en este conjunto. Si (x,y) # (0,0) la funcién
es continua por ser producto y composicién de funciones continuas. Dado que
el siguiente limite restringido en coordenadas polares es

) x? . r?cos?f
lIim —— = lim —— =0,
(zy)=(0,0) \ /22 +y2 r—0F T

(xyy)GSQ

y 0 es uniformemente independiente respecto de 6 (la comprobacién queda
como ejercicio), por la proposicién , 0 es el valor del limite de tal funcion.

Como a su vez la funcién sen <x2% estd acotada en R?, por aplicacién de

+y
la proposicién [1.4]

lim )f(a:,y)z():f(oao)>

(2,y)—(0,0

luego f es continua en R2. En particular, f es continua en el compacto K.
Entonces el teorema [2| dice que existen (al menos) dos puntos x1,xs € K
tales que f(x;) < f(x) < f(x2) para todo x € K. Por la definicién f
es una funcién acotada en K. Como B ((0,0),1) N A C K, f es una funcién
acotada en B ((0,0),1) NA.

Infinitésimos equivalentes (z — 0)

senw ~ x e —1~u
tanx ~ x a® — 1~ xloga
arcsenz ~ T log(14+2z)~=z
arctanx ~ x log, (1+x) ~ xlog, e
l—cosz~a?/2 | (z+1)"—1~nz,n>1




Ejercicios

Ejercicio 1. Obtener el dominio de las siguientes funciones y representar
graficamente. Establecer si es un conjunto abierto o cerrado.
2) f(w.y) —sen (- Vg—T)

log (z* —y* — 1)

c) f($’y>:10g(x+y2—1)

d) f(z,y)= (xsen(”y), \/m)

e) f(z,y)= (log(x+y),arcsen (z?—y—1))
f) f(z,y) = (|2® —y|,arccos (azl—y—l))

g) f(x,y)—(!y—x—2|,m

Sol.: dom f son los subconjuntos de R? tales que:

a) y > 1, cerrado; b) 22 — y2 > 1, z > y, abierto; ¢) 2 + ¢y > 1, > 0,
x + y? # 2, abierto (recuérdese el ejemplo ; d) 22+ 9% > 1, x > 0, no es abierto
ni cerrado; e) 22 —2 < y < 2%, —x < y, no es abierto ni cerrado; f) r —2 < y < =,
cerrado; g) y = km — xz, k € Z, cerrado.

Ejercicio 2. Dadas las siguientes superficies de R? definidas por la gréfica
de las siguientes funciones, obtener las curvas de nivel L, indicando para que
valores de k existen. Representarlas gréficamente.

a) f(z,y)=etv!

b) f(x,y)=2*+y* -3z —6y+1
c) f(zy)=log(a®+y* -2z +1)
2|z +y
d ="
) f($7y> 1’2+3y2
Sol.: Ly, son los subconjuntos de R? tales que:
a) x = —y*> + k, k € R (pardbolas abiertas a la izquierda); b) (z — %)2 +
(y — 3)? = k2, k > 0 (circunferencias de centro (3/2,3) y radio k); ¢) (z — 1)?+y? =

k, k > 0 (circunferencias de centro (1, 0) y radio k); (i;t(::;é];))2 + (yi:/l(/g(’gc))f =1,k>0

27
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(dos elipses, de centros (1/k,1/(3k)) y (=1/k,—1/(3k)) y semiejes 2v/3/ (3k) y
2/ (3k)), y = —x (recta, excluyendo el origen).

Ejercicio 3. Demostrar que no existe el limite en (0, 0) de las siguientes

funciones:
T

a) f(r,y) = —==—
miﬂy)
b) flEy) = o —6y)
_ logg (2* —4y + 1
d) flz,y)= arétan(x—Q?JQ)

) s - (2)’

Y

Ejercicio 4. Calcule los limites siguientes:

1
a) lim sen(z —1)cos (—) e) lim 2]yl

(,y)—(1,0) r+y—1 (@9)—(0,0) /a2 + 12
, sen? (2x + 3y) T2y

b) llm f) im 3

(2,9)—(0,0) 1 — cos (2z + 3y) (z,y)—(0,0) T2 + y

log (1 + 2°y?) ) 27T ]

c) —_— g) lim @——+——

(24)—(0,0) 1 — cos (zy) (2,9)—(0,0) 62 + 1292

1
1 2 2\ 2242 Ty _ 1

Qw3 h)  lim ¢

(@y)—00) [ 1 —2 (22 + y?) (x,9)—(0,0) sen x log (1 + y)

Sol.: a) 0; b) 2; ¢) 2; d) €%;e) 0; f) 0; g) log (2) /6; h) 1.

Ejercicio 5. Estudie los limites siguientes

o lm Y o lm LY
(@,y)—(1,0) T2 +3y2 (@,9)—(0,0) 22 + y2 ()
, l’y , X SEen 7Ty
b Iim ——— f lim
) (2,y)—(0,0) T2 + ;;6’2 ) @y)—1) (z+1)(y —1)

lim @—= lim
w00 2+ 2% el Yo o =3+ (y— 47
— 1—
Q) i Y +y h) lim [ coz (xy)Q] sen T
(zy)—(0,0) T +y (z,y)—(0,0) e +y
Sol.: a) No existe; b) No existe; ¢) 0; d) No existe; ¢) No existe; f) —7/2; g)
No existe; h) 0.

Ejercicio 6. Estudie la continuidad de las funciones siguientes:
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Ul Gl DR

_ PR (z,y) # (0,0)
a) f(z,y)= 0 si (x,y)=(0,0)
) fleg) =g R ST

[ B s (z,y) #(0,0)
c) flz,y)= { 0 si (z,y)=(0,0)

rou) = 4 arctan T ) s (,y) # (0,0)

d) f(z,y) { 7T</2 ) si (x,y) = (0,0)

Sol.: a) Continua en R?; b) Continua en R?; ¢) Continua en R?\ {(0,0)}; d)
Continua en R2,

Ejercicio 7. Obtenga la relacién entre p y ¢ para que la funcién

f(zy) = 212ty

pueda prolongarse por continuidad al punto (0, 0).

Sol.:p,g>0,p+q—2>0.

Ejercicio 8. Demostrar que la siguiente funcién alcanza méximo y mini-
mo absolutos en B ((0,0),1) y obtenerlos,

1
Hew) = e

Sol.: En (0,0) se alcanza el méximo absoluto 1, en B ((0,0),1) se alcanza el
minimo absoluto 1/2.
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